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Résumé
Nous formulons plusieurs variantes d'une onjeture reliant le degré arith-
métique de ertains brés hermitiens aux valeurs prises aux entiers négatifs
par la dérivée logarithmique des fontions L d'Artin, généralisant des on-
jetures de Colmez et Gross-Deligne et omplémentant ainsi les onjetures
de Beilinson pour les motifs d'Artin. Nous annonçons plusieurs résultats en
diretion de es énonés.
Conjetures on the logarithmi derivatives of Artin L-funtions at
non-positive integers
Abstrat  We formulate several variants of a onjeture relating the arithmeti degree of ertain
hermitian bre bundles with the values of the logarithmi derivative of Artin's L-funtions at
negative integers. This generalizes onjetures by Colmez and Gross-Deligne and omplements
Beilinson's onjetures for the Artin motives. We announe several results in the diretion of
these statements.
1 Préliminaires
On appelle variété arithmétique tout shéma régulier qui est quasi-projetif et plat
sur un anneau arithmétique (au sens de Gillet-Soulé [8℄). Soient R un tel anneau et
C l'ensemble des ouples (X,D), où f : X → SpecR est une variété arithmétique
sur R et D un diviseur de Weil à roisements normaux de X(C). Un bré hermitien
sur X à singularités logarithmiques le long de D est la donnée d'un bré ohérent
E sur X loalement libre sur X(C) et d'une métrique hermitienne sur EC|X(C)\D
qui est bonne le long de D au sens de [20℄ ; on note E un tel ouple. Dans tout
e qui suit ĈH
∗
(X) désigne l'anneau de Chow arithmétique usuel assoié à X (f.
[8℄) et (X,D) 7→ ĈH
∗
(X,D) la èhe onstruite par J. I. Burgos et U. Kühn de C
vers la atégorie des groupes abéliens N-gradués (à paraître). Cette théorie est une
extension en dimension supérieure des théories de Bost (voir [2℄) et Kühn (voir [17℄)
pour les surfaes. On obtient ette èhe en remplaçant dans une onstrution de
Burgos (voir [4℄) des formes lisses par des formes à singularités faibles le long de D.
Elle vérie (entre autres hoses) les propriétés suivantes :
(1) le groupe ĈH
∗
(X,D)⊗ZQ est muni d'une struture naturelle d'anneau ommu-
tatif unitaire pour laquelle la N-graduation induite est une graduation d'an-
neau ;
∗
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(2) si X est propre sur SpecR, il existe une appliation  image direte f∗ :
ĈH
dX+1
(X,D)→ ĈH
1
(R), où dX est la dimension relative de X sur R ; ette
appliation est un homomorphisme de groupes ;
(3) à tout entier r > 0 et tout bré hermitien E sur X à singularités loga-
rithmiques le long de D, on peut assoier une r-ième  lasse de Chern
ĉr(E) ∈ ĈH
r
(X,D) ;
(4) à tout R-morphisme de shémas g : X ′ → X transverse à D, où X ′ est une
variété arithmétique sur R, on peut assoier un morphisme de groupes gradués
 image réiproque g∗ : ĈH
∗
(X,D)→ ĈH
∗
(X ′, g−1D) qui est un morphisme
d'anneaux lorsqu'on tensorise par Q ;
(5) l'égalité g∗(ĉr(E)) = ĉr(g
∗(E)) vaut pour tout r > 0 ;
(6) on dispose d'un morphisme d'oubli  ζ : ĈH
∗
(X,D)→ CH∗(X) ompatible à
l'appliation image réiproque du (4) et à elle usuelle de la théorie de Chow,
ainsi qu'à la graduation et à la formation des lasses de Chern ;
(7) on dispose pour tout entier p > 0 d'un morphisme ω : ĈH
p−1
(X,D) →
Zp,p(X(C), D) et d'un omplexe de groupes :
⊕
p>0
H2p−1D (XR,R(p))
a
→ ĈH
∗
(X,D)⊗ZQ
(ζ⊕ω)
→ CH∗(X)⊗ZQ⊕
⊕
p>0
Zp,p(X(C), D)
où H2p−1D (XR,R(p)) désigne la partie invariante par onjugaison omplexe de
la ohomologie de Deligne réelle H2p−1D (X(C),R(p)) et Z
p,p(X(C), D) le C-
espae vetoriel des formes réelles de type (p, p) invariantes par onjugaison
et bonnes le long de D au sens de [20℄ ;
(8) si l'on munit
⊕
p>0 Z
p,p(X(C), D) de la struture d'anneau dénie par le pro-
duit des formes, alors le morphisme ζ ⊕ ω est un morphisme d'anneaux ;
l'image par a de
⊕
p>0H
2p−1
D (XR,R(p)) est un idéal de arré nul ; et si l'on
note c : CH∗(X) →
⊕
p>0H
2p
D (XR,R(p)) l'appliation yle, alors a(x) · y =
a(c(ζ(y)) · x), où x ∈
⊕
p>0H
2p−1
D (XR,R(p)), y ∈ ĈH
∗
(X,D)⊗Z Q et le pre-
mier point · (resp. le deuxième) dans la dernière égalité désigne le produit
dans l'anneau ĈH
∗
(X,D)⊗Z Q (resp. en ohomologie de Deligne) ;
(9) enn si D est vide et X projetive, il existe un isomorphisme anonique de
groupes gradués ĈH
∗
(X,D) ≃ ĈH
∗
(X) qui est un isomorphisme d'anneaux
lorsqu'on tensorise par Q et via et isomorphisme les lasses ĉr(·) et les
morphismes f∗, g
∗
, ζ, a et ω introduits i-dessus oïnident ave les objets
éponymes de la théorie de Gillet-Soulé (f. [8℄ et [9℄).
Si plus généralement on onsidère dans e qui préède des yles à oeients dans
un orps A ⊆ R plutt que dans Z, on obtient une èhe vers la atégorie des
A-algèbres N-graduées que l'on note alors (X,D) 7→ ĈH
∗
(X,D)A. On veillera à ne
pas onfondre ĈH
∗
(X,D)A ave ĈH
∗
(X,D)⊗Z A.
2 Une onjeture pour les brations semi-abéliennes
Soient p : A → B un shéma semi-abélien lisse de dimension relative dA au-dessus
de B une variété arithmétique de dimension d sur R et L un bré en droites sur A
ample relativement à p. On suppose qu'il existe un ouvert non vide U ⊆ B au-dessus
duquel la restrition de A est un shéma abélien et, par abus de langage, on note
enore U le plus grand ouvert ayant ette propriété. On note S le omplémentaire
de U dans B dont on suppose que D := S(C) est un diviseur à roisements normaux
dans B(C) et l'on fait l'hypothèse que le shéma abélien dual de A|U s'étend en un
shéma semi-abélien sur B que l'on note A∨. Le morphisme fL : A|U → A
∨
|U induit
par L s'étend en un morphisme de A vers A∨ que l'on note enore fL.
Soit K une extension nie de Q dont on note OK l'anneau des entiers et pour lequel
on suppose que haun des plongements d'anneaux de OK dans C se fatorise par
R. On suppose donné un plongement d'anneaux ι : OK →֒ EndB(A) où EndB(A)
désigne l'anneau des endomorphismes du shéma en groupes p : A → B. Par abus
de langage, on érit ΩA (resp. ΩA∨) pour l'image réiproque par la setion unité
du faiseau des diérentielles de A (resp. A∨) sur B. Le bré ΩA,C est muni de la
métrique L2 induite par LC et ΩA∨,C hérite de ette métrique via l'isomorphisme
f∗L,C : ΩA∨,C|UC → ΩA,C|UC induit par fL. La métrique anonique sur ΩA,C (resp.
sur ΩA∨,C) est bonne le long de D (voir [20℄). Soit σ ∈ Hom(OK , R) et b ∈ OK ;
on note ΩA,σ,b (resp. ΩA∨,σ,b) le noyau du morphisme de faiseaux ι(b) − σ(b) :
ΩA → ΩA (resp. ι(b) − σ(b) : ΩA∨ → ΩA∨) et l'on note ΩA,σ (resp. ΩA∨,σ) le
faiseau ∩b∈OKΩA,σ,b (resp. ∩b∈OKΩA∨,σ,b). Ce dernier est un faiseau ohérent ar
OK est niment engendré omme Z-module. On suppose que ΩA,σ (resp. ΩA∨,σ)
est loalement libre sur B, et que les brés ΩA,σ,C (pour tout σ ∈ Hom(OK , R))
sont orthogonaux entre eux bre à bre (il en est alors de même des ΩA∨,σ,C). La
métrique anonique sur ΩA,C (resp. de ΩA∨,C) induit par restrition sur les ΩA,σ,C
(resp. les ΩA∨,σ,C) une métrique qui d'après e qui préède est bonne le long de D.
Enn on noteHn :=
∑n
j=1 1/j le n-ième nombre harmonique et, pour tout aratère
d'Artin χ de K, on note Q(χ) le orps engendré par l'ensemble des valeurs de χ et
Q+(χ) le sous-orps Q(χ) ∩ R.
Conjeture 2.1. Pour tout n > 1, l'égalité :
1
2
∑
σ∈Hom(OK ,R)
ĉh
[n]
(ΩA,σ ⊕ Ω
∨
A∨,σ)χ(σ)
= −a
((L′(χ, 1− n)
L(χ, 1− n)
+
1
2
Hn−1 −
cχ log(2)
1− 2−n
) ∑
σ∈Hom(OK ,R)
ch[n−1](ΩA,σ,C)
)
χ(σ)
vaut dans ĈH
n
(B,D)Q+(χ) ⊗Q+(χ) Q(χ) pour tout aratère d'Artin irrédutible χ
de K tel que L(χ, 1−n) 6= 0, sauf éventuellement lorsque n = 1 et χ est le aratère
trivial. Ii cχ = 1 si χ est le aratère trivial et cχ = 0 sinon.
Remarques
(1) L'énoné que l'on obtient en appliquant le morphisme d'oubli ζ aux deux tés
de la onjeture 2.1 est (à la onnaissane des auteurs) également onjetural.
(2) Supposons que R est un ouvert d'un anneau de orps de nombres et soit
SpecZ[1/N ] le plus grand ouvert de Z au-dessus duquel SpecR est ni ; lorsque
B est propre, on érit d̂eg : ĈH
d+1
(B,D)Q+(χ) → ĈH
1
(SpecZ[1/N ])Q+(χ) pour
la omposée des appliations  image direte ĈH
d+1
(B,D)Q+(χ) → ĈH
1
(R)Q+(χ)
et ĈH
1
(R)Q+(χ) → ĈH
1
(SpecZ[1/N ])Q+(χ) introduites au 1. De l'égalité obtenue
en appliquant le morphisme d̂eg aux deux tés de la formule onjeturée pour
n = d + 1, on déduit une égalité de nombres réels à des sommes de termes de la
forme bχ log q près, où q est un entier positif divisant N et bχ un élément de Q(χ).
En partiulier, si R est un anneau de orps de nombres, on obtient une égalité de
nombres réels.
LorsqueK est un orps CM et que n = 1, dA = [K : Q]/2 et S est vide, la onjeture
2.1 est un léger ranement de la onjeture de Colmez [6, Conj. 0.4, p. 632℄ qu'il
prouve lorsque K est une extension abélienne de Q (à un fateur log(2) près). Le
as de 2.1 où K est un orps quadratique imaginaire, n = 1 et S est vide implique
un ranement d'un théorème de Gross [11, Th. 3, Par. 3, p. 204℄. Si 2 est inversible
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dans R, le alul [17, Th. 6.1, p. 229℄ de Kühn (voir aussi elui fait indépendamment
par Bost) établit la onjeture 2.1 pour K = Q, n = 2 et dA = 1 et sa onjeture
[19, Cor. 2.9.14℄ implique la onjeture 2.1 lorsque K est un orps quadratique
totalement réel, n = 2 et dA = 2 (voir la proposition 2.2). Le as de 2.1 où K est
un orps quadratique imaginaire, dA = 2 et R est un ertain anneau arithmétique
peut être déduit d'une onjeture de Kudla, Rapoport et Yang sur les dérivées de
ertaines séries d'Eisenstein inohérentes (voir [16, (0.16)℄) ; et les as où K est un
orps quadratique totalement réel, dA = 2 et n = 2 (voir la proposition 2.2) et où
K = Q, dA = 2, d = 3 et n = 2, 4 permettent de préiser une onjeture de Kudla
(voir [15, (6.11) et (6.12)℄). Enn le as où K = Q et S est vide est onjeturé par
Köhler dans [12, Th. 3.3℄. La proposition suivante donne omme appliation de e
qui préède une formule pour le degré arithmétique des brés de formes modulaires
sur les variétés modulaires de Hilbert, munis de leur métrique de Petersson.
Proposition 2.2. Soit A → B une bration semi-abélienne lisse munie d'une a-
tion ι : OK →֒ EndB(A) de l'anneau des entiers d'un orps de nombres abélien
totalement réel K et satisfaisant aux hypothèses de la onjeture 2.1. Supposons de
plus que B est propre, dA = [K : Q] = d et que R est un ouvert d'un anneau de
orps de nombres où le degré de fL est inversible. Soit Z[1/N ] le plus grand ouvert
au-dessus duquel R est ni et soit KA le orps engendré par les valeurs de tous les
aratères d'Artin (pairs) de K. L'égalité :
d̂eg(ĉd+11 (ΩA)) = −(d+1)
(d
3
ζ′Q(−1)
ζQ(−1)
+
2
3
ζ′K(−1)
ζK(−1)
+
d
2
−
4(d+ 2)
9
log(2)
)
deg(ΩA,C)
dans ĈH
1
(SpecZ[1/N ])K+
A
est une onséquene de la onjeture 2.1 pour n = 2 et
χ parourant les aratères d'Artin (pairs) de K.
Remarque. Il ne semble pas possible de déduire la formule préédente de la on-
jeture 2.1 lorsque K n'est plus une extension abélienne de Q. On peut néanmoins
se demander si la proposition 2.2 reste vraie sans ette hypothèse.
La proposition suivante donne omme appliation de e qui préède une formule
pour le degré arithmétique des brés de formes modulaires sur les variétés modu-
laires lassiant les surfaes abéliennes à multipliation quaternionique, munis de
leur métrique de Petersson.
Proposition 2.3. Soit A → B une bration semi-abélienne lisse munie d'une a-
tion ι : OK →֒ EndB(A) d'un anneau de orps de nombres quadratique imaginaire
et satisfaisant aux hypothèses de la onjeture 2.1. Supposons de plus que B est
propre, dA = [K : Q] = d+ 1 = 2 et que R est un ouvert d'un anneau de orps de
nombres où le degré de fL est inversible. Soit Z[1/N ] le plus grand ouvert au-dessus
duquel R est ni. L'égalité :
d̂eg(ĉ21(ΩA)) = −(4
ζ′Q(−1)
ζQ(−1)
−
16
3
log(2) + 2) deg(ΩA,C)
dans ĈH
1
(SpecZ[1/N ])Q est une onséquene de la onjeture 2.1 pour n = 2 et χ
le aratère trivial de K et pour n = 1 et χ l'unique aratère d'Artin non-trivial
de K.
A la n d'une nouvelle version de [12℄, Köhler onjeture une formule pour le degré
arithmétique des brés de formes modulaires sur les variétés modulaires de Siegel.
Cette formule est une onséquene de la onjeture 2.1, pour n parourant les entiers
pairs positifs et χ le aratère trivial.
Indépendamment de e qui préède, J. Kramer a onjeturé (onversations ave le
seond auteur) que le degré arithmétique du bré des formes modulaires sur une
4
variété de Shimura est donné par une ombinaison linéaire rationnelle de dérivées
logarithmiques de fontions ζ de orps de nombres évaluées en des entiers négatifs.
Les deux propositions préédentes sont ompatibles ave une telle onjeture.
3 Une onjeture pour les motifs relatifs
Soient Y une variété arithmétique lisse sur R un anneau arithmétique de Dedekind
et V un motif relatif sur Y à oeients dans Z[ 1
m
] (ave m un entier positif)
et eetif pour l'équivalene rationnelle. Le motif V onsiste par dénition en un
ouple formé d'une bration projetive et lisse f : X → Y et d'un idempotent pour
la omposition des orrespondanes dans CH∗(X ×Y X,Z[
1
m
]) ; nous renvoyons à
[7℄ pour la dénition générale de la atégorie des motifs relatifs sur Y . On se donne
sur X un bré en droites L ample relativement à f . Nous érirons HDlb(V) pour
désigner la ohomologie de Dolbeaut de V (on rappelle que si l'idempotent assoié à
V est l'identité, HDlb(V) est le faiseau ⊕k≥0⊕p+q=kR
qf∗Λ
pΩ(f)) ; 'est un faiseau
ohérent N-gradué sur Y . On suppose que le faiseauHDlb(V)C est loalement libre ;
il est alors muni de la métrique L2 induite par c1(LC) ∈ H
2
Dlb(X/Y )C.
Soit P (T ) un polynme unitaire à oeients dans Z[ 1
m
] et irrédutible sur Q.
On pose O := Z[ 1
m
][T ]/(P (T )) et l'on note K le orps des frations de O ('est
une extension nie de Q) et l'on suppose que haun des plongements d'anneaux
de O dans C se fatorise par R. On suppose donné un morphisme d'anneaux ι :
Z[ 1
m
][T ] → End(V) dont le noyau est ontenu dans l'idéal (P (T )). Pour tout σ ∈
Hom(O, R) on note HDlb(V)σ le noyau du morphisme de faiseaux ι(T ) − σ(T ) :
HDlb(V) → HDlb(V) (qui est ohérent) ; on suppose que HDlb(V)σ est loalement
libre et l'on munit HDlb(V)σ,C de la métrique induite par restrition de elle de
HDlb(V)C. On suppose de plus que les brés HDlb(V)σ,C (pour tout σ ∈ Hom(O, R))
sont orthogonaux entre eux bre à bre. Enn on note r le produit de tous les
nombres premiers q au-dessus desquels il existe un idéal premier Q de OK tel que
OQ ne oïnide pas ave OK,Q.
Conjeture 3.1. Pour tout n > 1 et k ≥ 0, l'égalité :
1
2
∑
σ∈Hom(O,R)
ĉh
[n]
(HkDlb(V)σ)χ(σ)
= −
∑
σ∈Hom(O,R)
a
(
(
L′(χ, 1− n)
L(χ, 1− n)
+
1
2
Hn−1 −
cχ log(2)
1− 2−n
)
∑
p+q=k
p · ch[n−1](Hp,qDlb(V)σ,C)
)
χ(σ)
vaut dans ĈH
n
(Y [ 1
mr
])Q+(χ) ⊗Q+(χ) Q(χ) pour tout k > 0 et tout aratère d'Artin
irrédutible χ de K tel que L(χ, 1− n) 6= 0, sauf éventuellement lorsque n = 1 et χ
est le aratère trivial. Ii cχ = 1 si χ est le aratère trivial et cχ = 0 sinon.
Remarques
(1) La onjeture 3.1 implique la onjeture 2.1 lorsque Y = SpecR et que R est
un orps.
(2) L'énoné géométrique obtenu en appliquant le morphisme d'oubli ζ aux deux
tés de la onjeture est (à la onnaissane des auteurs) également onjetural. On
peut interpréter et énoné omme une version relative de la formule des traes de
Lefshetz pour la ohomologie singulière à oeients dans C.
(3) Lorsque Y = SpecQ, la onjeture 3.1 est une extension non-abélienne d'une
variation de la onjeture des périodes de Gross-Deligne [11, p. 205℄.
On remarquera également qu'au vu de la onjeture 2.1, on souhaiterait étendre la
onjeture 3.1 à des motifs assoiés à des brations à singularités semi-stables ou,
en d'autres termes, à une ertaine sous-atégorie de la  atégorie des faiseaux en
5
motifs mixtes.
La onjeture suivante est une version aaiblie de la onjeture 3.1 dont elle est une
onséquene immédiate :
Conjeture 3.2. Pour tout n > 1, l'égalité :
1
2
∑
k>0
(−1)k
∑
σ∈Hom(O,R)
ĉh
[n]
(HkDlb(V)σ)χ(σ)
= −
∑
σ∈Hom(O,R)
a
(∑
k>0
(−1)k
(L′(χ, 1− n)
L(χ, 1− n)
+
1
2
Hn−1 −
cχ log(2)
1− 2−n
) ∑
p+q=k
p · ch[n−1](Hp,qDlb(V)σ,C)
)
χ(σ)
vaut dans ĈH
n
(Y [ 1
mr
])Q+(χ) ⊗Q+(χ) Q(χ) pour tout aratère d'Artin irrédutible χ
de K tel que L(χ, 1−n) 6= 0, sauf éventuellement lorsque n = 1 et χ est le aratère
trivial. Ii cχ = 1 si χ est le aratère trivial et cχ = 0 sinon.
4 Résultats
Les hypothèses et les notations utilisées i-dessous sont elles du paragraphe préé-
dent. Les démonstrations des résultats annonés ii seront publiées ultérieurement.
Dans tout e qui suit, si χ est un aratère d'Artin et H un orps de nombres on-
tenant Q(χ), nous dirons que la onjeture 2.1 (resp. 3.1, resp. 3.2) vaut pour χ
après produit tensoriel par H si la onjeture obtenue en remplaçant Q(χ) par H
dans l'énoné orrespondant est vériée.
Le théorème suivant relie la onjeture 3.2 à une formule de Lefshetz relative on-
jeturée dans [14, Appendix℄ et maintenant démontrée grâe à [14℄ et [1℄.
Théorème 4.1. Supposons que V est le motif relatif assoié à une bration lisse
f : X → Y , que P (T ) est le q-ième polynme ylotomique et qu'il existe une raine
primitive q-ième de l'unité dans K = Q(µq) dont l'image par ι est représentée par
un automorphisme d'ordre q de la bration f . Supposons de plus que q est inversible
dans R et, pour tout χ aratère de Dirihlet primitif modulo q, notons Q(χ, µq) le
orps engendré par les valeurs de χ et les raines q-ièmes de l'unité. La onjeture
[14, Appendix℄ implique que la onjeture 3.2 vaut pour χ après produit tensoriel
par Q(χ, µq).
Esquisse de la preuve. On montre ette impliation en appliquant tout d'abord
la onjeture [14, Appendix℄ au omplexe de Dolbeaut de f et en utilisant le fait
que la torsion analytique relative équivariante de e omplexe s'annule. On alule
ensuite la transformée de Fourier (pour l'ation deGal(K/Q)) de la formule obtenue,
puis en utilisant la formule des traes relatives à valeurs dans la ohomologie, on
exprime la partie dépendant des points xes en termes de traes sur la ohomologie
de Dolbeaut de f . Un argument ombinatoire permet alors de onlure.
Lorsque n = 1, omme onséquene immédiate du théorème 4.1, ou plus simplement
grâe à un as partiulier de la formule de Lefshetz onjeturale [14, Appendix℄
démontré dans [13℄, on peut armer que :
Corollaire 4.2. Sous les hypothèses du théorème 4.1, la onjeture 3.2 vaut après
produit tensoriel par Q(χ, µq) lorsque n = 1.
Remarque. Cet énoné établit en partiulier une variante de la onjeture des
périodes de Gross-Deligne pour une ertaine lasse de strutures de Hodge CM
déoupées dans la ohomologie de variétés sur Q.
Théorème 4.3. La onjeture [14, Appendix℄ implique que la onjeture 2.1 vaut,
après produit tensoriel par Q(χ, µfK ), pour tout n > 1 lorsque S est vide et K est
une extension abélienne de Q dont le onduteur fK est inversible dans R.
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Esquisse de la preuve. On utilise la théorie du orps de lasses pour se ramener
à K = Q(µfK ) puis l'on montre que l'on peut déduire e as d'une variation de 4.1.
Lorsque n = 1, omme onséquene immédiate du théorème 4.3, ou plus simplement
grâe au as partiulier de [14, Appendix℄ démontré dans [13℄, on peut armer que :
Corollaire 4.4. La onjeture 2.1 est vraie après produit tensoriel par Q(χ, µfK )
lorsque n = 1, S est vide et K est une extension abélienne de Q dont le onduteur
fK est inversible dans R.
Remeriements. Nous remerions haleureusement J.-I. Burgos et U. Kühn pour
avoir bien voulu nous expliquer leur théorie de l'intersetion arithmétique ave sin-
gularités logarithmiques (voir aussi [3℄ et [18℄). Leurs ommentaires ainsi que eux
de J. Bellaihe, P. Colmez, D. Harari et C. Soulé nous ont été fort utiles. Nos re-
meriements vont également à K. Köhler pour nous avoir ommuniqué [12℄ et pour
avoir attiré notre attention sur un point de alul qui nous avait éhappé.
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